Lycée La Martiniere Monplaisir PT

TDg — Suites et séries

Exercice 1

Déterminer les limites des suites suivantes

2"+ (=D" n—1\""* 1"
e = (== ()
9 w, = nsinn 5. u, _ 7. U, _

3n? 4+ (—-1)"

1+ n? ) 1 1
3. up = /n AR T Vn?+2+1In(n)

Exercice 2

Soit (4 )nen+ la suite définie par u; > 0 et pour tout n € N*, w, 11 =

1. Montrer que pour tout n € N* u, > u;.

n—1
1
2. En déduire que pour tout n € N*, u,, > <Z k) Uu.
k=1

3. Déterminer la limite de (uy).

Exercice 3

Déterminer un équivalent simple des suites suivantes

1. unexp<1_\/ﬁ>1 3. wnzsin<cos(g—2%)).

1+n

n
2. vy, =vVn24+1—nd—n 4. z”:(k>

Exercice 4

—Un

u
Soit (uy,) une suite & termes positifs telle que u, = o(v/n), et soit v, = (1 + —n) e
o0

Déterminer un équivalent de In(v,,), puis en déduire la limite de (v,,).

Exercice 5

n

x
V1422

1
On pose, pour tout n € N, v,, = / dz. Montrer que (v,,) est convergente, et déterminer
0

un équivalent simple de v,.

Exercice 6

Etudier les suites récurrentes suivantes :

U,
1. uge Ret Vn e N, u =—
0 n+1 1+ u%
2. up =0, Vn € N, upr1 =e " (on ne cherchera pas de valeur pour la limite) ;
14w
3. up eRetVn € Njuyyq = =,
1—u,
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Exercice 7

Soit a > 0. Pour tout n € N*, on définit la fonction P, sur [0,1] par : P, : 2 — 2" — (1 — z)a.

1. Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique réel z,, €]0, 1] tel que P, (z,) = 0.

2. Montrer que (z,)nen+ est monotone, puis qu’elle est convergente.
3. Notons ¢ la limite de la suite (z,,). Montrer par absurde que £ = 1.

Exercice 8

Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature de la série g Up,

n? +2n 1\"
1-Un:m 9.un=e—(1+n>
sy = G2 oo

Inn\> 1
3. up = <n> 11. u, = 7n2n

n
Ly 12 !
= _— cUp = —/5—
4. u, (1 n\/ﬁ) nln’n

1 a1 ™

5 . — 13. u, =nn? —cos —
n ’]’Ll"'_% n

— eV

6. u, =In (2 _ el/n) 14. u, =e )

in (L 15, Uy = ———

7w = nln+() Jain’n
n
v, (n))?
8. up =nn? — cos— 16. up = (4n)!

Exercice 9

T
Soit a € [0, 5], (o, B) € R% Déterminer la nature de la série de terme général u,,, selon le/les

parametre(s) :
2" . 9 a"L
1. un:ﬁ(sma) " 3. un:m.
5 B 1 ) 4. u, = exp(—In(n)?*)
. un_n‘l(lnn)ﬂ7 5. u, = Ve —1

Exercice 10

, . Hoo 1 . T sinx
Déterminer la nature de E u, lorsque u, = —————dx puis u, = dx
0 0

Vad® +nd 1+z

Exercice 11

Soit § € R, a €]0,1[ et ¢ une fonction continue. Déterminer si les séries suivantes convergent, et

le cas échéant, calculer leur somme
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32n+1

n! 5. Z % 9. Z cosgw)
) Zn2n_1 6. Zln (1 - :2) 10. Zln (cos (;))
. Z (_nl!)n 7. Z% o Z/Oatncp(t)dt

3" cos(nf 2
Y 53 2(n ) 12. 3" <1+n(n+3)>.

—_

[\]

w

>~

Exercice 12

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1. g U, converge = E ui converge ; 3. E u, converge = u, — 0;
U
4. E U, converge = E Z
1+ u,
2. u, > 0= E Uy, CONVErge ; converge.

Exercice 13

n
A Daide d’une comparaison série-intégrale, déterminer un équivalent de S, = Zlnz(kz). En
k=1

déduire la nature de la série de terme général u, = —

Exercice 14

1
On pose, pour tout n € N : u,, = / t" sin(mt)dt.
0

1. Trouver une relation de récurrence pour la suite (u,)nen.

2. En déduire la convergence de la série E Up, -
n=0

Exercice 15 Série harmonique et constante d’Euler.

1 -1
Pourn}?,onposeun——i—ln(n >
n n

1. Montrer que la série de terme général u,, converge, puis déterminer les sommes partielles de
cette série.

n
1
2. En déduire qu’il existe une constante v telle que E s In(n) + v+ o(1), puis donner un
o0
k=1

1
équivalent de Z T
k=1

Exercice 16

(_1)n+1n
4n? —1

1. La série Z Uy, est-elle absolument convergente ?

Pour n > 1, soit u,, =

2. Montrer que la série E Uy, converge
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k B a n b
k2 -1 2k+1 2k—1"

3. Déterminer deux réels a et b tels que Vk > 1,

4. En déduire la somme de la série Z Up,

Exercice 17

Pour tout entier n > 1, on pose u, =In(n) + aln(n+ 1) + dbln(n + 2).
1. Déterminer les réels a et b tels que la série de terme général u,, soit convergente.
2. Calculer alors la somme de cette série.

Exercice 18

Pour n € N on pose f, : t — t" In(t)

1
1. Prouver que, pour tout n € N, f,, est intégrable sur |0, 1] et calculer I,, = / t" In(t) dt
0

1 +oo
1
2. Montrer que ¢ > e’ In(t) est intégrable et que / e'In(t)dt = — Z
0

n X n!
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Exercices issus d’oraux

Exercice 19
(Oral 2019)

On considére, pour n € N*, la fonction f,, définie sur R, par f,(z) = nz" ™! — (n + 1)2" —

1. Montrer qu’il existe un unique réel positif z,, tel que f,(z,) = 0.
2. Etudier la monotonie de la suite (Tn)neNs-

1
Indication : étudier fni1(x,) et exprimer 5 en fonction de x,,.

3. Déterminer la limite de la suite (z,,)nen-

| —

Exercice 20
(Oral 2019)

Soit (ty,)nen la suite définie par uy €]0, 1] et, pour tout n € N, uy 1 = uy, — u2.
1. Etudier la convergence de la suite u et déterminer son éventuelle limite.

2. Etudier la convergence de la série Z u?

U
3. Montrer que les séries Z In < n+1> et Z U, sont de méme nature
Un,

4. En déduire la nature de Z Up,

Exercice 21
(Oral 2018)

(=D"

Pour tout n € N on pose u,, =

2n+1
1. Est ce que la série Zun est absolument convergente ?
2. (a) Calculer /1 2% dt et montrer que iuk =T (=" /1 - di
’ k=0 4 o L+1t2

(b) En déduire que Z Uy converge et calculer sa somme

3. Combien de termes faut-il calculer pour obtenir une approximation de = & 1072 pres ?

Exercice 22
(Oral 2014,2018)

. . . k 1 cos (2tLt)
1. Soit n € N* et t € [0, 7], montrer que Z(—l) cos(kt) = — - + (-1)" ——<=
Pt 2 2 cos (5)

2. Soit f une fonction de classe C* sur [0, 7], montrer que )\lim f(t)cos(At)dt =0
—+00 0

3. Soit g la fonction définie sur [0, 7| par g(t) = 7
cos (%)
fonction de classe C* sur [0, 7).

+oo +oo 1

4. En dédui —— pui —.
n déduire pgo 2p+ 1)2 puis ]; 2

. Montrer que g se prolonge en une
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Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 1

. Puisque (—1)" 0(2™), il vient 2" + (—=1)" = 2" 4 o(2") ~ 2".

+oo 0 +00

n
De méme, on a 3n + (—1)"”‘1 ~ 3netdoncu, ~ — — —+oo.
+oo +oo 3n n—+oo
. Puisque |sinn| < 1, il vient 0 < |u,| < —.
14 n?

Mais —— ~ — — 0.
1+ n2 +o0 n? no+oo

Ainsi, le théoréme des gendarmes, on a donc |u,| — 0etdonc lim w, =0.
n——+00 n—-+00
1 . , Inn
. On a u, = e= "™ _Or, par croissance comparées, — — 0.
n n—+oo

Et donc par continuité de '’exponentielle, lim enln(m) = ¢0 =1,
n—-+oo

. Pour les mémes raisons qu’a la question précédente, il faut passer par la forme exponentielle :

Uy = o(112) In(251) _ o(n+2) 1n(17ﬁ).

Or, (n+2)ln<12> I JAn2) oy

n+1 n+1 +oo n—-+oo
Donc u,, — e~
n—-+00
n—1
Alternative : si on ne voit pas que =1 — ——, il est possible de remarquer que
n+1 n+1
n—1
—- 1
n+1 n—+oo
Et donc

-1 -1 —1 2
In i =In|1+ i -1 ~ —1=- .
n+1 n+1 +oon+1 n+1
—_———
— 0
n—-+4oo

1
. Un développement limité a l'ordre 2 du cosinus en 0, ce qui est légitime ici car — —j_ 0
n n—+oo
1

. 1
nous indique que cos — = 1 — 3
n +oo 2n

1
40 (2> Et de méme,
n

1 1 1 1 1
- L D .
BT 4o 2(n+1)2+0<(n+1)3> oo 2(n+1)2+0<n2)
Par conséquent,
1 1 1 1 n 1 —2n -1 n 1
cos — — Cos = ——+4o|l=) = =/ +o( =)
n n+10 2(n+1)2 2n? n? ) +oo 2n2(n + 1)>2 n?

Aprés multiplication par n?, il vient

—2n3 —n?
= — 1 — 0.
tn 2n2(n + 1)2 * O\(,l n—+o0
- 0
— 0 n—+oo

1
. En revenant a la forme exponentielle, on a u,, = exp (n2 In <cos > )
n

. 1
Or, puisque cos— — 1, on a donc

n n—+oo

1 1 1
In{cos— | ~cos— —1 ~ ———.
n) oo n +oo  2n2

°\ 2

— /AAttention

Il y a ici un piege
trés classique : 1°%°
est une forme indé-
terminée.

Pour lever I'indéter-
mination, on repas-
sera toujours par la

forme exponentielle :
b __ bln(a)
a =e .

— Détails ————
Pui L
uisque m ~

—.,ona
n?’

O(ﬁ) :O<Eli

et donc nous pou-
vons regrouper les
deux o en un seul :

n2

Détails ———

On a utilisé ici le
fait que lorsque u —
1, In(u) =In(1+ (u—
1)) ~ U 1.

uU—
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1 1
Et donc n?In (cos ) ~ ——.
nj) +oo 2

1
Par continuité de I'exponentielle,on a donc u,, — —.
n—-+4oo \/E
. Ona3n?+(—1)" ~ 3n°
+oo
D’autre part, v/ n? + 2 oon et donc In(n) = o ( n? + 2).
o0

+oo
On en déduit donc que v/n? + 2+ 1In(n
2
, n
Par conséquent, u, ~ ——, donc u, — +00.
+oo n

) ~ Vn?2+2 ~ n.
+oo —+oo

Corrigé de I’exercice 2

U u
. Puisque up41 = u1 + ?2 + ...+ =il suffit de montrer que pour tout n € N*, u,, > 0.
n

Montrons done par récurrence forte sur n € N* que u, > u;.

Initialisation :
Pour u1, c’est une hypothese faite par I’énoncé.
Hérédité : Soit n € N*, supposons que pour tout k < n, up > 0. Alors

Ug Up,
= —+--+—2=0.
Up41 = UL + 5 + 1t n

Et donc par le principe de récurrence forte, pour tout n € N*, u,, > 0, de sorte que

Up—1

+ 244 >

Up = U+ — + - > uy.

P n—-1-"
S —

>0

. On a immédiatement, pour tout n > 2,

n—1

U9 Up—1 U1 U1 1

— = > — = -
Up =ur b S Pk o ul(l;lk

1
. Nous savons que la série harmonique, de terme général e est divergente.

Puisqu’il s’agit d’une série a termes positifs, la suite de ses sommes partielles est croissante.
n

N’étant pas convergente, elle tend donc vers +oo :  lim — = 4o00.
n—-+o0o k‘
k=1

n—1
Et donc en particulier, ngrfoo Z i +-00.

k=1

n—1

Et puisque u; > 0, on en déduit que nggloo Uy ,; %)= +00.

lim w, = +oo.

En raison de l'inégalité prouvée a la question précédente, on a donc
’
n——+00

— Remarque

Le fait que si up, —
£, alors f(un) —

f () n’est vrai que
si f est continue en
£. 11 ne faut alors
pas oublier de le
mentionner.

— Détails

Par définition, on
a U, ~ Un Siet
seulement si u, =
U + o(vp).

— Réc. forte

Ici, pour prouver
que Unt+1 = 0,
nous n’utilisons pas
seulement u, > 0,
mais u1 > 0,us >
0,...,un =2 0.

Il ne s’agit donc pas
d’une récurrence
simple, mais d’une
récurrence forte :

on suppose que la
propriété est véri-
fiée pour tous les
termes d’ordre infé-
rieur ou égal a n, et
on la montre pour le
terme d’ordre n + 1.

Corrigé de l’exercice 3

1—+/n —/n 1
~ ——— > 0
14n +o n /n n—+oo
Et donc il vient

. Notons que
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1 1
2. Onavn:n<\/1+2—</l—2>.
n n

Or, nous savons que (1 + u)® = 1+ au + o(u). Donc

1, 1 1 1 1 1
\/”nz‘\/1‘nz%”w“(m)‘(“w“(m))

5 n 1
= — ol — ~ .
+oo 612 n? ) 4oo 62

5
Et donc v, ~ —.
+oo 6N

T n .
3. Commengons par noter que cos (5 — 27) = sin (—)

lim
n—-+oo

i (sin (50)) o (50) 3
w, = sin (sin { — ~ sin(—) ~ —.
AL +o00 2" ) +oo0 27

n! nn—1)---(n—k+1)

T K-k !

IM1QHCE):0

Puisque n = 0(2"), on a
oo n—+4oo on

n
— =0,etd
o , et donc

On en déduit donc que

4. Par définition, <Z>

Le numérateur est alors un produit de k termes, avec k fixé. C’est un polyndéme de degré k,

dont le coefficient dominant (i.e. le terme en n*) vaut 1.

Et donc

n(n—1)~--(n—k+1)+r\;onk.
nk
N+oo

L _(n
On en déduit que z, = (k) ~ R

Corrigé de ’exercice 4

On a In(v,) =nln (1 + @) —Up=n <ln (1 + ﬁ) _ uj)
n n n
Mais puisque y, = o(v/n), et \/n = o(n), alors uy, =

Un développement limité a 1’ordre 2 nous donne alors

lim —= =0.

o(n) et donc
n—+oo N

In(v,) =

Mais puisque u,, = o(y/n), alors u> = o(n), et donc
+o0 +oo

On en déduit donc que lim In(v,) =0.
n—-+4o0o

Et alors, par continuité de ’exponentielle, lim v, = envn) — 0 — 1,
o0

n—+

2 2 2 2 2 2

u U U u U U u u
(o smro(s) ) arlae o () e 2o
n 2n n n ) +oo 2n n +o0 2n% +oo  2n

Corrigé de ’exercice 5

x’ﬂ

:L.n
a—=< —— <
V2 T V1 + 22

Pour z € [0, 1] on x™, ainsi, par croissance de l'intégrale

1 . .n 1 n 1
T T
—dz < ———dx < " dx
/0 V2 0o V1422 0
Donc
1 1
V¥n € N, —— < U, <
V2(n+1) n+1

V'

— Trigo

Comme (presque)
toutes les formules
de trigonométrie, la
formule

cos (g — m) = sin(z)

peut se retrouver sur
un dessin

\
|
8

sin(z) I

™
COS(E —x)

a

Remarque

Un polynoéme est
équivalent en 400
a son terme de plus
haut degré.

o

— Détails

On utilise I’équi-

valent usuel e — 1 ~
0

z. Notons que pour
I'utiliser, il était in-
dispensable de s’as-
surer que la quantité
dans I’exponentielle
tend bien vers 0.
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Le théoréme des gendarmes nous assure alors que (uy)nen converge vers 0.

Pour obtenir un équivalent on va effectuer une intégration par parties.
n+1

1
Soit f :x — et g:x+— ————, f et g sont de classe C! sur [0, 1].
f g N fetyg [0,1]

n+1

On a alors, pour n € N,

1 .I'n+1 1 1 1 xn+2 1 1
Uy = + / —dr = + In
n+1v1+22], n+1Jy (1422)2 2n+1) n+1

1 xn+2
ot Jn:/ T 4
o T+ad)i

De la méme maniere que précédemment on a

1 1
Vn € N, ——— < J, <
22(n+3) n+3
La suite (J,)nen converge donc vers 0, en d’autres termes J,, = o(1), d’ou
n—+4o0o

1 1 1 1 1
n = 1 = ~ —
v n—+oo 2(n + 1) + n+10( )n%+oo 2(n+1) to (2(n+ 1)) n—+oo 2(n + 1)

Corrigé de I’exercice 6

1. Soit f : R — R . f est dérivable sur R et, pour z € R on a
2x

H
. 1+ 22

by 200+ a%) — 42 2— 2P
Fle) = (14+22)2 (14 22)2

On en déduit le tableau de variations suivant

T —00 -2 V2 +00

F(2) - 0 + 0 —

0 22
T \ 5

2> 0 don [22] <1+ 22 et donc f(z) € [-1,1].

1, u, € [-1,1].

Comparons, pour = € [—1,1], f(x) et x, on a

De plus, pour x € Ron a (1 — |z])* >
On en déduit alors que, pour tout n >

z(1 — 2?)

VCL’G[*]_,], f(’l,’)*l': 1+.T2

Trois cas sont alors possibles :

— Si up > 0, dans ce cas uy €]0,1] et ug = f(u1) > wy, on montre par récurrence que
pour tout n € N u,41 > uy,. La suite (uy,)nen est alors croissante et majorée par 1, elle
converge donc vers un réel ¢ > 0.

— Siwug <0, dans ce cas u; € [—1,0] et us = f(u1) < u1, on montre par récurrence que
pour tout n € N u,y1 > up. La suite (uy,)nen est alors décroissante et minorée par 1,
elle converge donc vers un réel £ < 0.

— Si ug = 0 alors pour tout n € N, u,, =0
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Dans tous les cas (uy,)nen converge vers un réel £ € [—1,1].

20
La fonction f étant continue on a alors £ = f({) i.e. £ = I
02 -1
On a donc % =0donc ¢ €{0,1,—-1}
Finalement

— Si up > 0, dans ce cas la suite (uy,)nen est croissante et elle converge vers 1
— Si up < 0, dans ce cas la suite (uy,)nen est décroissante et elle converge vers —1
— Si uy = 0 alors pour tout n € N, u,, =0

2. La fonction f : ¢t — e ! — t est strictement décroissante sur R, tlim flt) = +oo et
——00
lim f(t) = —oco. D’aprés le théoréme de la bijection continue f réalise une bijection de

t——+oo
R vers R, elle ne s’annule donc qu’une seule fois en un réel /.

Or f(1)=e ' —1 < 0donc f(e™') =exp(—e™ ) —e ' >0 et ainsi £ € [e™*,1].

Pour n € N* on a clairement w,, > 0, ainsi, pour n > 2 on a u, €]0,1[, d’olt

Vn > 3, Uy, €le” 1]

Soit x E]e_l, 1[, d’apres I'inégalité des accroissements finis appliquées a t — e~ on a
= _ _ _ o1
—e Z\g sup |—e |z~ <e ® |z —/

le
tel,x]

Par une récurrence aisée on a alors
_ _ —1
Vn >3 Uy — <e(" 3)e us — 4
)

D’ou, par théoréme des gendarmes lim wu, =/.
» P & ) n
—+oo

n
1+ u,

3. ug € Ret VTLGN,’UJTH_l: .
1—up

Supposons par I’absurde que (u, )nen converge vers ¢ € R, alors par continuité de la fonction

1 147
t— on aurait ¢ = i,
1—t 1-7
converge donc pas.

d’ott £2 4+ 1 = 0 ce qui est absurde. La suite (u,)nen ne

De plus pour n € Non a 41 = T a = -1+ . Ainsi, si (up)neny admettait une
— Uy, Uy, —

limite infinie alors (u,+1)nen convergerait vers —1 ce qui est absurde.

Finalement (u,),cn n’a pas de limite.
L 2 . 5, 12 Up — T
On pourrait éventuellement poursuivre I’étude en considérant v,, =

. Alors (v
U, 44 ( n)nEN

est géométrique ce qui permet de déterminer v,, puis u,,.

Corrigé de ’exercice 7

1. P, est de classe C' sur ]0,1[ et , pour  €]0,1[ on a
Pl(z)=nz""'4+a>0
Ainsi P, est strictement croissante sur |0, 1[. De plus P,,(0) = —a < 0 et P,(1) =1 > 0, ainsi,
d’aprés le théoréme de la bijection continue, P, établit une bijection de )0, 1] vers | — a, 1].
Ainsi P, ne s’annule qu’une seule fois sur |0, 1[ en z,, = P, 1(0).

2. Soit n € N, on a z, = (1 — x,)a, d’ou

Poii(zp) =" —(1—2)a=2"" — 2" = 2" (z, — 1) <0

La fonction P,y; est strictement croissante, Pp11(2,) < 0 et Ppi1(2p+1) = 0, ainsi o, <
Tpt1-

La suite (z,,)nen+ est donc croissante, elle est de plus majorée par 1, elle est donc convergente
vers une limite [ € [0, 1]

10 Bastien Marmeth
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. Supposons par I'absurde que | < 1. Par croissance de (2, )nen on a, pour n € N, 0 < z,, <

[ <1, ainsi 0 < zy <I™. On en déduit donc que lim z], =0.
n—-+o0o

lim 2} —(1—2,)a=0—(1-10)a=(1-1a

n—-+oo

Ainsi

Or z)y — (1 —zy)a d’ou, par unicité de la limite, 0 = (1 —1)a et donc I = 1 ce qui est absurde.

finalement [ = 1.

Corrigé de ’exercice 8

n3 1
- Onau, ~ & =-—.
+oo M n
Or la série de terme général - diverge, et puisque u,, > 0, d’apres le critere des équivalents,

Z u, diverge également.

n

n+2 1
n3 41 +o n2’
Ainsi, par le critére de comparaisons des séries a termes positifs, E |un| converge.

. Ona |u,| =

Par conséquent E u, est absolument convergente, et donc convergente.

— 0.0na

. Cherchons a > 1 tel que n®u,,
n—-+4oo

2
In“n

Par croissances comparées, cette quantité tend vers 0 si et seulement 2 —a > 0 &< a < 2.

Donc par exemple, pour o = ok on a n®/?u, — 0.

n2 2

1 1 3
Ainsiu, = o <3> Or E — converge par critere de Riemann car — > 1
n—-+4oo n2 2

D’ou, par critere de négligeabilité, Z Uy, converge.

. Commengons par déterminer la limite de u,, car il n’est pas évident que celle-ci soit nulle.

On a va
> _ en\/ﬁln(lfn\lm).

1

n=\1-—42

1 1
m(1-——) ~ ———
Or,n( n\/ﬁ> +oo  ny/n’

et donc
ny/nln (1 — L fn\/ﬁi =-1 — -1
ny/n ) +oo ny/n N n—4oo

Par continuité de 'exponentielle, on a donc u, — e ' #0.
n—-+oo

Et donc la série de terme général wu,, diverge grossierement.
—Lin(n)

. On a nu, = =e n
n nl/n

1 ) 1 .
Or, —lnn — 0, etdoncnu, — €°=1.Par conséquent, u, fodie et donc par critere
n con

n——+oo n——+o0o
de comparaison pour les séries a termes positifs, g u, diverge.

1/n

. Lorsque n — 400, 2 — e /"™ — 1, de sorte que

1
2-e/m_1 ~ —=.

~Y
+oo +o0o n

In(2 — /™)

Et donc par critere de comparaison pour les séries de signe constant, la série de terme général
u, diverge.

— Méthode

Pour une série dont
le terme général
n’est pas de signe
constant, on com-
mencera toujours
pas s’intéresser a la
convergence absolue.

— /AAttention

Il y a ici une grosse
erreur a ne pas com-
mettre, c’est de dire
que Zun est une
série de Riemann
aveca =1+ — > 1,
donc convergegte.
En effet, une série
de Riemann est de
la forme e ol «
est une constante,
qui ne peut donc pas
dépendre de n.

11

Bastien Marmeth



Lycée La Martiniere Monplaisir PT

7.

8.

9.

10.

11.

T 1
Pourn>1ona0< <1<2,ainsisin<>>Oetdoncun>0
n

SRS

nt 1
Deplus v, ~ —2 ~ —

n—+oo N n—+oo ’n.

L. 1 . N N N PP -
Or la série E — diverge, d’ou, par critere d’équivalence pour les séries a termes positifs,
n

Z u, diverge.

Pour n € Non a
1 T
Un = €xp <n2 ln(n)> — cos (ﬁ)
B In(n) In(n) ™ 1
n—>_+ool+ n? +O( n? _1+W+O n2
B In(n) s In(n) 1
n—too n2 +2712+0< n? to n2
1 1
_ n(g) ‘o ( n(g))
n—+oco N n

converge absolument (il suffit de reprendre la démarche du 3.). Ainsi, par critére

Or Z h;gg)

d’équivalence pour les séries a termes positifs, E Uy converge absolument donc converge.

1
U, = €—exp (nln (1 + ))
n—-+oo n
1

Pour n € Non a

o € . L. N . e s
Ainsi u,, ~ o Puisque (uy,)nen est équivalente a une suite positive elle est donc positive
n—+oco 2N

a partir d’une certain rang.

1
Or E — diverge donc, par critéere d’équivalence pour les séries a termes positifs, E U,
n

diverge.

U n+1
PournENonaun>0et—n+1: —  4o0.
Up, 2 n—-4o0o

Ainsi, par critere de D’Alembert, E u, diverge (en fait lim wu, = 400 donc E uy, diverge
n—-+oo
grossierement.

Cherchons o > 1 tel que n“u,, — 0. On a
n—-+oo

Par croissances comparées, cette quantité tend vers 0 si et seulement 2 —a >0 & a < 2.
3

Donc par exemple, pour o = ok on a n®/?u, — 0.

1 1 3
Ainsiu, = o (3> Or E — converge par critere de Riemann car — > 1
+oo 2 2

n— nf nz

D’ou, par critére de négligeabilité, Z Uy, CcOnverge.

12 Bastien Marmeth
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12.

On va procéder par comparaison série-intégrale.

1
Soit f:t+— W, f est décroissante et positive sur [2, +oo], ainsi, d’apreés le théoréme de
n

+o0o
comparaison série-intégrale Z f(n) et / f(t) dt ont méme nature.
2

Or, pour A >0 on a
A 1

/zA o= [ e - ), 5 )

—+oo
Ainsi / f(t)dt converge et donc Zun converge.
2

13. c.f. question 8.
1
14. Par croissance comparée on a lim n?u, = 0, ainsi u, = o (2>, ainsi, par négligea-
n—+oo n—-+oo n
bilité Z Uy, COnverge.
n
15. pour n € N on a nu,, = \[ — Hoo.
ln (n) n—-+4oo
| 1. o .
Ainsi e o(uy). Or Z - diverge, ainsi Z u, diverge.
3 — D’Alembert
16. Pour n € N on a u >Oetun+1: (n+1) — 0 < 1. Ainsi :
' " Up, (An+1)(4n+2)(4n + 3)(4n + 4) n—+oo ’ ’ On pensera au cri-
itore de D’ Alemb tere de D’Alembert
par critere de embert, Zun converge. 4 lorsque le quotient
Un+1
—— semble pou-
Up,
Corrigé de I’exercice 9 voir se simplifier
2sin?(a))"
1. PournGNonaun:#>0.
n
De plus Unpr _ 17 2sin’(a) — 2sin®(a) = 1 — cos(2a)
Uy (n+1)2 n—+o00 '

2.

Ainsi,
— Sicos(2a) >0ie.sia€ [07 g{ alors, par critere de D’Alembert, Zun converge

— Sicos(2a) <0ie.sia€ } %’ g] alors, par critére de D’Alembert, Z u, diverge
o 1
gnZ = 2 et donc Zun converge.

™
Finalement S~ u,, ia e [0, —}.
Inalemen Z U COnVerge Sl a 4

. T
—Sla:Zalorsun:

On va séparer troiscas : a <1, a>leta=1

1
— Supposons « < 1, soit alors v €]a, 1] (e.g. v = Za).
n'-e
Alors n"u, = —— — +o0.
In(n)? n—+oo
o1 1 .. s . . .
Ainsi e o(uy). Or Z e diverge par critéere de Riemann, ainsi Zun diverge.
. 14+«
— Supposons « >, soit alors ¢ €]1, o[ (e.g. § = 5 ).
d—a
Y L
Alors n’u,, = In(n)? n_)—+>Oo 0.
. 1 1 R . o
Ainsi u, oo © (WS) Or Z v converge par critére de Riemann, ainsi Zun

converge.
— Supposons maintenant o = 1. On va procéder par comparaison série-intégrale.

13 Bastien Marmeth
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1
Soit f : t — ()P’ f est de classe C' sur ]0,+oo[ et ,pour t > 0 on a f'(t) =
n
5 +ln(t) , . . 8 1 N ;s
,W. f est donc décroissante et positive sur [e”, 400[, ainsi, d’apres le théoréme
“+o0
de comparaison série-intégrale Z f(n) et / f(t)dt ont méme nature.
n>ef ef
Or, pour A >0on a
1 A
A +o0 .
1 si 1
Lorow= [ e ““&) o M
2 .
‘ [In (l n(t))]es sif=1
“+oo
Ainsi f(t)dt converge si et seulement si § > 1 et donc Zun converge si et — Séries de Bertrand —
Seuleme?lt sifg>1. On appelle ces séries
de séries de Ber-
Finalement Z ———— converge si et seulement sia >1oua=1et 5> 1. trand, elles sont as-
na In( )ﬁ sez classiques et il
3. On va séparer les cas |a] < 1, [a] > 1 et |a| =1 est bon d’avoir une
idée de comment on
— Si |a| < 1 alors o™ WS 0. D’ou |un| et le|™. les étudie.
oo

Or E |a|™ est une série géométrique convergente (car |a| < 1), ainsi, par équivalence,

E u, converge absolument donc converge.
n

1

— Si |a| > 1 alors o WS, oo D’ou |un|
a

OrZ;

+oo ‘aQn n~>+oo
n

est une série géométrique convergente (car |—| < 1), ainsi, par équivalence,

Z u, converge absolument donc converge.
. 1 . N
— Sia=1 alors u, = 3 donc Z uy, diverge grossierement
(=n"
2

— Sia= -1 alors u,, = donc g u, diverge grossierement.

Finalement Z u,, converge si et seulement si |a| # 1.

1
4. Pour @« = 1 on a exp(—In(n)*) = —, on reconnait le terme général de la série harmonique
n

dont on sait qu’elle diverge.

1
Pour o < 1 on va comparer la suite (exp(—In(n)%)), oy & la suite () .
N/ nen

On a
—1In(n)®
exp(=In(m)") 1n(n) ) = nexp(—In(n)®)
n

= exp(In(n) — In(n)%)

= exp(In(n) (1 — ln(n)o‘_l)
Or, comme o < 1 ona lim In(n)* ™' =0, ainsi lim w = +o0.

n—+00 n—-+o00 =

1 1
On en déduit donc que — =0 (exp(—In(n)*)). Comme la série de terme général — diverge
n +oo n

on en déduit que la série de terme général exp(— ln(n)a) diverge également.

In
Supposons enfin que a > 1, dans ce cas lim (n
n—+oo In

= +4o00. En particulier il existe un rang

N tel que

n)
)

Vn > N,

n ~

14 Bastien Marmeth
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Vn > N, exp —In(n)® < exp —21In(n)
C’est-a-dire
o 1
Vn > N, exp — In(n)® < 2

. 1 . . o .
La série de terme général — est une série de Riemann convergente, ainsi par comparaison
n

des séries & termes positifs, on en déduit que la série de terme général (exp —In(n)), oy

converge.
5. Si a > 0 alors HIE ver® —1 # 0, la série de terme général ve™™ — 1),en diverge donc
n—-+0oo
grossierement.

Si o < 0 alors

Ve —1 ~ Vn® ~ nt
“+o0 “+o0

;. s s o . . . .
La série de terme général (n?),cn est une série de Riemann qui converge si et seulement
si n < —2, par comparaison de séries a termes positifs on en déduit que la série de terme

général (\/@"“7—1) converge si et seulement si a < —2.
neN

Corrigé de I’exercice 10

+oo 1
—dz
0 Vad +nd

. x
Posons le changement de variable t = —, on a alors
n

— Cas u,, =

Up =

“+o0 “+o0
n g2 / LY
0 Vnozd + nbd n3 Jo Vo +1

jus .
nosinx
— Cas uy, :/ dx
0

1
Or E —5 converge, ainsi E Uy, converge.
n

1+=x
T s 1
Sur 'intervalle [0, f} la fonction sin est positive. De plus, pour x € [0, f} onal < . <1
n n x

i
n

Ainsi 0 € u, < / sin(z) dz, d’ott
0

L (w) ™
Up =1—cos(— ~ —
" n/) n—too 202

Par critere d’équivalence pour les séries & termes positifs, E Uy, converge.

Corrigé de I’exercice 11

Rappel :

On a vu dans le cours en application des produits de Cauchy que, pour g € C, an”fl et

Z n(n — 1)¢" "2 convergent si et seulement si |¢| < 1 et que, dans ce cas

+o0 too
1 2
k—1 k—2
E kq = W E k(k—1)q = W Séries géométriques dérivées
k=0 k=0

On reverra ces sé-
On appelle la série E kq*~1 une série géométrique dérivée et la série E k(k — l)q’“_2 une série ries et leurs sommes
dans le cours sur les

géométrique dérivée seconde. L. N
séries entieres
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32n+1 9n

1. Ona ——— =3—.
n! n!

T 32041

On reconnait donc une série exponentielle de parametre 9, qui converge, de sorte que

n=0

n!

+00 gn

3§H=369.

2. Ona lim n2" ! = +o0, la série est donc grossierement divergente.
n—-+o0o

3. Nous reconnaissons une série exponentielle, donc convergente, de parameétre —1. On a alors

+oo _1)» .
Z(n') -

n=0
3n 1 /3\" 3 /3\"!
4. Onan——=-n(-| =—=n|- .
qntl 4 (4) 16 (4)
Nous reconnaissons une série géométrique dérivée de raison 1 €] —1, 1], et donc convergente.

+oo 3n 3 +oo (3>n—1 3 1
n = — nl-— = —— 5 = 3.
Zl Antl T 16 ; 4 16 (12

n=

5. on;i”01‘1>-1n011)<1)"%

2n+l 8 2

On a alors

Nous y voyons alors une série géométrique dérivée seconde, de raison 3 €] — 1,1] et donc

convergente. On a alors

+o00 +oo n—2
nin—1) 1 1 12 B
§:2n+1—8§:”(n—1)(2) _§(171_2'

n=2 n=2

1 21
6. Pourn >2onaln <1712) =In (nn2 )ln(n+1)+1n(n1)21n(n)

Pour N > 2 on a alors

Zln(l—) Zlnn+ ﬁ:ln —In(n —1)

n=2

1H(N+1) In(2) — (In(N) — In(1))
=1In <N]<;1> —1n(2)

“+oo
o 1 1
Ainsi Zln <1 - 2) converge et Zgln <1 - nQ) = —In(2)
7. Pour n > 3 on a, par décomposition en éléments simples,

-1 5 1. 3 5/ 1 1) 3/1 1
nn2—4)  8(n+2) 4n 8(n-2) 8\n+2 =n 8\n n-2

Ainsi, pour N > 3,

Y1 5 a1 1\ 3e~/1 1
Z;nmaﬂq8§%<n+2n>8§;<nn_z>
_ 5 1 1 1 1 3/ 1 1 1 1
~ 78 N+2+N+1_4_3> 8Qv N1_2_1>
57 33
Notoo 812 ' 82
89
N~>+oo%

— Indice

On ne reconnait pas
une série usuelle
pourtant ’énoncé
nous demande de la
calculer, c’est donc
qu’il s’agit d’une
série télescopique
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+oo
2n —1 2 1
Ainsi g m converge et E niél) = %
zn@
8. PourneNona cos(nf) = Re (e )
2n 2n

Comme

0 1 ema
= 3 < 1 alors Z 5

0
Ainsi Z COSQ(: ) converge et

=z 2(2—e7)
e (2 — cos(6))2 + sin(6)2

B 4 — 2 cos(h)
4 —4cos(0) + cos?(6) + sin’(0)
_4—2cos(0)
5 —4cos(f)
Ccos n@) 4 — 2cos(h)
d =
On a oncnz0 5 Zcos(d)
in6
9. PourneNona cos(n) = Re (e )
n! n!
ind

— est une série exponentielle convergente.
n!

0
Ainsi Z COS(TL ) converge et
n!

too 100 inb
cos(nb) e
> ene (L)

Re (exp ("))
Re (exp(cos(8) + isin(d)))
exp(cos(#)) cos(sin(6))

+oo
On a donc Z % = exp(cos(d)) cos(sin(h))
n=0 :

0
10. On va supposer que 6 € [ 72r [ afin d’étre sur que cos (2 > > 0 pour tout entier n.
. 0
Si 6 =0 alors In | cos on
Pour z € R on a sin(2z) = 2sin(z) cos(x), ainsi, pour 0 € }O, g [ et n inN* on a

: 9
cos <0> SMAgnt) (z=)
2n 2sm( 0 )

n

)) = 0 pour tout entier n. La série converge alors et vaut 0.

17
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(e () = s (52 )) i () -t

Pour N € N on a alors

3 (on(5)) =t + S (o (52)) o () - S

n=1 n=1

= In(cos(d)) + In (sin(f)) — In

(
= In(cos(0)) + In (sin(#)) — In <2N sin (;))

0
O is li — =0
r, puisque Nirfrlm 5N on a

Ainsi

lim 1In(cos(d)) + In (sin(f)) — In (QN sin (;\/>> = In(cos(d)) + In (sin(d)) — In(9)

N—+oco

0
Donc la série Z In (cos (271)> converge et

:Zj)ln (cos (ﬁ)) = In(cos(6)) + In (sin(6)) — In(9) = In <Sin2(929)>

11. ¢ est continue sur [0,a], elle est donc intégrable sur [0, a].

+o0o
t
Pour ¢ € [0, a] la série Zt”cp(t) converge et Z t"p(t) = fL)t
n=0

e(t)

La fonction ¢ — 11 est continue sur [0, a].

¢ est bornée sur [0, a] car continue, il existe donc K tel que, pour tout ¢ € [0, al, [varphi(t)| <
K.

Alors / o)t dt < K& < Kam
0 n

a
La série Z a™ est une série géométrique convergente (car a €]0, 1) ainsi la série Z / lo(t)e™| dt
0

converge.
. ot)
On sait alors que t — 13 est intégrable sur sur [0, a] et que
+oo a a
t
Z/ <p(t)t"dt=/ £ g4
n=0"0 0 1-%
12. Pour n € N* on a
- 2 ~nn+3)+2 n?+3n+2 (n+1)(n+2)
nn+3)  nr+3)  n®m+3)  nn+3)
Ainsiln [ 14 2 In(n +1) —In(n) + In(n + 2) — In(n + 3)
insi In ———— | =In(n —In(n n(n —In(n .
n(n + 3)

18
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Soit N € N*, on a alors
N

ln<l+ n+3) Zlnn+1 (n)—|—nz::1ln(n—|—2)—ln(n—|—3)
= ln(N+1) —1In(1) + In(3) — In(N + 3)
=In (];1;)) +1n(3)

NjJ:oo ln(3)

M=

n=1

+oo
2
Ainsi Z In ( g 3)> converge et Z In (1 + n(n—|—3)> = In(3)

n=1

Corrigé de I’exercice 12

. -1
1. L’assertion « Zun converge = Zui converge ; »est fausse. En effet pour u, = (=1 ,

Jn

la série E uy, est une série alternée convergente mais E u? est la série harmonique (donc

divergente).

Par contre si on impose de plus que (uun),en est & valeurs positives alors I'assertion devient

vraie. En effet , si Z u,, converge alors u, — Oetdoncu? = o(uy,). Par négligeabilité
n—-+oo n—-+oo

on en déduit que E ui converge.

2. L’assertion « u, — 0 = E uy, converge; »est bien str fausse, il suffit de considérer la série
. | .
harmonique g — qui diverge alors que lim wu, = 0.
n n——+oo

3. L’assertion « E u, converge = u, — 0 »est vraie, c’est une résultat du cours.

4. L’assertion « E Uy, converge = E T converge »est fausse.

Puisque g u,, converge alors u, — 0 et donc
n—-+oo

Un

2 3 3
= Up — U, +u, + o(u
1 Uy Nt n n n (n)

Or, si on est siir que E uy, converge, rien ne dit que E ufl comme illustré dans le point 1..

—1)n
Reprenons notre exemple u,, = u, la série g Uy, est une série alternée convergente mais

NG

Un (_1)n 1 (1" 1 (_1)n+0( 1)

D’ou

n n + 1+ u, + ny/n
Or les séries Z \f Z - \f et Z ( > convergent, donc, si Z : i"un

geait alors Z — convergerait ce qui est absurde.

1D, (_1)n+0< 1f>

conver-

Corrigé de I’exercice 13

La fonction ¢ ~ In(t)? est croissante sur [1,4+o0o], ainsi, pour & € N* on a

vt € [k, k+ 1], In(k)? < In(t)? < In(k +1)?
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D’ou, par croissance de l'intégrale
k+1
V=1, In(k)? < / In(t)* dt < In(k + 1)?
k

Ainsi, en considérant cette relation au rang k — 1 on a également

k

Vk > 2, In(k — 1) < / In(t)?dt < In(k)?
k—1
On en déduit que
k k+1
Vk > 2, / In(t)?dt < In(k)? </ In(t)%dt
k—1 k

n
Ainsi, puisque S,, = Z In(k)?, on obtient par relation de Chasles
k=2

n n+1
Vn € N, / In(t)?dt < S, < / In(t)? dt
1 2
Or, par intégrations par parties
n 2 2 n n 2
In(t)?dt = [tIn(t)?], — tgln(t) dt
1 1
=nln(n)? - 2/ In(t) dt
1

"1
=nln(n)? — 2[tIn(t)]} + 2/ t—dt
1

=nln(n)? — 2nln(n) + 2n — 2

2
o In(n)

De méme

/n+1 In(t)?dt = (n+ 1) In(n+1)* = 2In(2)®> = 2(n+ 1) In(n + 1) +41In(2) +2n +2 — 4

~ nln(n+1)2

n——+oo

on(moem(12))

2
oL In(n)

D’ou ar construction des équivalents par encadrements, on a S ~ nln(n)~.
’ ’ n
n—+oo

1
Ainsi —

~ converge.
Sp n—+o0 nln(n) &

1
5- On a vu dans le 2. de I'exercice 9 que la série Z o)

n(n)?

Ainsi, par critere d’équivalence pour les séries a termes positifs, E 5 converge
n

Corrigé de l’exercice 14

1. On va procéder par intégrations par parties
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Soit n € N, on a
1

1 tn+1 T
/ t" sin(nt)dt = sin(mt)| —
0 n+1 o N+l

1
/ "+ cos(t] dt
0

1

= —T—l/ t" L cos(mt)] dt
n 0

T tn+2

T o+l [n+2

1 2

cos(ﬂt)] ) - m/o "2 sin(rt) dt

_ s B 7r2un+2
C(n+Dn+2) (n+1)(n+2)

Finalement 9
T T Up+2
Vn € N, Up = —
m+1)(n+2) m+1(n+2)

2. On a de plus, pour n € N,

1
1
[ngal < / £+ sin(rt) | dt < ——
0

n+3
En particulier ngrfoo Upao = 0, 1.€. Upio T o(1). D’ou
v T U 12 ™ m2o(1) 7r n T
u’I’L = —_ = —_ = o] [— ~ JR—
n+1)(n+2) n+)(n+2) wN+1D"N+2) (n+)(n+2) m+1)n+2) n2 ) n—+oo n2

+

De plus, pour n € N, comme pour tout ¢ € [0,1], ¢" sin(nt) > 0, on a u, > 0.

Par critere d’équivalence pour les séries a termes positifs on en déduit que Z U, converge.

On pourrait aller plus loin ici :

sin(rt) = +§ t" sin(7t) est continue sur [0, 1].
1-t & ’

— Les fonctions t — t" sin(7t) sont intégrables sur [0, 1].

— La série t" sin(7t)| dt converge.
g

— La fonction S : t —

sin(7rt)
1-t¢

dt

too ,1 1
Ainsi S est intégrable sur [0, 1] et Z/ t" sin(wt) dt = /
n=0"0 0

Par contre cette derniere intégrale ne peut pas se calculer avecl es fonctions usuelles.

Corrigé de I’exercice 15

-1 1 1
1. Notons que In (n) =In (1 — ) et puisque — — 0, il vient
n n n n—+oo
w1 L1 (1
nfll—-) = ———-—— — .
n) o n 2m2 o\ n2

B d L1 L (2 1
oncuy, = —————+o|l—=) = — o0 —=) ~ ——.
+oom n 2n? n2 ) +oo  2n2 n2 ) +oo 2n2

1

Mais la série de terme général 502 est une série de Riemann convergente, et donc, d’apres
n

le critere des équivalents pour les série de signe constant, g u, converge également. _ 12 est de signe
n
constant, donc le
critere s’applique.
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2. Soit n € N. Alors

n

Zuk = Z%—FZIH (k;l>
k=2 k=2

k=2
= Z% +3 Ik —1) = In(k)
k=2 k=2 k=2

n 1 n—1 n
= kZ:Q Z + Zz:; In(4) — Z In(k) On fait le changement

2 d’indice 1 = k — 1.

= 1
=> —+In(1)—In(n).
ko ——
k=2 =0
3. Ona i:l :iuk—i—l—l—ln(n).
k 1
k=1 k=2
n —+oo
Mais Zuk +1 n_:ioo Zuk + 1.
k=2 k=2
—+o0o n
N = = .
otons donc vy =1+ Zuk, de sorte que Zuk = +0o(1)
k=2 k=2
=1
Ainsi kz_l o In(n) + v+ o(1).

Enfin, puisque hI—E In(n) = 400, v+ 0(1) = o(lnn) et donc
n—-—+0o0 oo

Z% ol Inn.

k=1

Corrigé de ’exercice 16

1 1. o . L
1. Pourn ¢ Non a |u,|] ~ —.Or E — diverge, ainsi, par critere d’équivalence pour les
n—+oo N n

séries a termes positifs, la série E |u,| diverge, i.e. la série E u, n'est pas absolument

convergente.
t
2. Considérons [ : ¢t — pre=g [ est dérivable sur [1,+oc|, et, pour ¢t > 1 on a f'(t) =
A2 —1-8t2 4?41 -0
(42 —-1)2  (42-1)2 7

Ainsi f est strictement décroissante sur [1,4o00[. On en déduit que la suite (|u,|)nen =
(f(n))nen est décroissante.

De plus lim wu, =0 et, pour n > 1, u,up41 < 0.

li

n—-4o0o

D’apres le critere des séries alternées, on en déduit que la série Z Uy, converge.
3. On a

LI b a(k—1)+b2k+1) 2a+bk+b—a
2k+1  2k—1 4k? — 1 4k? —1
On souhaite donc avoir Vk € N, 2(a +b)k+b—a = k.
Mais deux polynoémes coincident en une infinité de valeurs si et seulement si ils sont égaux,

1
etdonca+b:§etb—a20.

La seule solution est donc a = b =

IS

4. D’apres la question précédente, on

(71>k+1k _ (71)k+1 1 N 1
k2 -1 4 2%k+1 2k—-1/°

Enfin, notons que 2(k+ 1) — 1 = 2k + 1, et donc nous avons affaire & une série télescopique :
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K (DM R (=DM 1
St - +
4k — 1 4 2%k +1 ' 2k—1

S~ (DM (-Dh
(2(k+1)—1 a 2k—1>

Ainsi
*f (—1)" 1
4n? —1 4
n=1
Corrigé de l’exercice 17
1. On a

un =1In(n) +a <1n(n)+1n <1+ i)) +b (1n(n)+1n <1+ i))
s so(d g o)) (3 50e(3)

— (lt+atbnm)+2r2 _atd <1>

+o0 n 2n?
Sil+a+b#0, alors uy, o (14 a+b)In(n) et donc Zun diverge.

Une condition nécessaire pour que g uy converge est donc déja a + b = —1.

a+2b
n

Si c’est le cas et que a 4 2b # 0, alors u,, ~ et donc, par comparaison a une série de
—+oo

Riemann, Z uy, diverge.
Il faut donc avoir de plus a + 2b = 0.
b=—1 =2
Or, at = “
a+2b=0 b=1

Et alors, on a u,, ~ —, de sorte que, toujours par comparaison a une série de Riemann,
+oco N

Z U, converge.
Donc Zun converge si et seulement sia = —2et b= 1.

2. On a alors, pour N > 2,

N N N N
Supg=>"In(k) = 2> In(k+1)+ Y In(k+2)
k=1 k=1 k=1

k=1
N N+1 N+2
=> In(k)—2> In(k)+ Y In(k)
k=1 k=2 k=3
=—In(N+1)—In(2)+In(N+2)=1In (j]:ff 1 i) —In(2)
et In(2).
400
Et donc Z up = —1In(2).
k=1
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Corrigé de ’exercice 18

1. Pour tout entier naturel n, f, est continue sur |0, 1].
Pour n =0 fy est la fonction In, on a vu en cours qu’elle était intégrable sur )0, 1].
Pourn > 1ona }gr(l) fn(t) = 0 par croissance comparée. La fonction f,, est alors prolongeable
par continuité en 0 et donc est intégrable sur ]0, 1]

De plus,pour = € ]0, 1], par intégration par parties :

/1 0 tdt tn+ine]! /1 tm i@t 2" iny 1 N antt
n = —_— —_ = — —_
- n+1 |, J, n+1 n+1 (n+1)2  (n+1)2
qos . 1
On en déduit, en faisant tendre x vers 0, que [, = ——.
(n+1)?
2. Posons f :t+ e'In(t). f est continue sur [0, 1[.
On sait que
+o00 m
vVt € R, el = —
n!
n=0
Ainsi, pour tout ¢ € ]0, 1],
“+oo
t"™ In(t)
b _
OETINORS S
n=0
t" In(t n(t s
Les fonctions ¢ — ¢ = fi(‘) sont intégrables sur |0, 1]. De plus, pour n € N on a
n! n!
1 1
t™ In(t t" In(t I, 1 1 1
/ n()dt:_/ n(t) g - _In _ — <
0 n! o n! nl (n+1)2n M+ xm+D! " (n+1)!
Ainsi la série Z / | fn| converge.
10,1]
On en déduit alors que f est intégrable et que
1 +oo .1 o0 +o00
" In(t) ~1 1
t)dt = t == = —
/Of(> 7;)/0 n! nz:%(n—kl)x(n—kl)! nz::lnxn!

Corrigé de ’exercice 19

1. Pour n € N* la fonction f, est polynomiale donc de classe C*°.

Pour x > 0on a

fl(x)=nn+1)z" —nn+1)z" ' =nn+ 1)z" (z - 1)

n

On en déduit le tableau de variations suivant

x 0 1 +00
fr(x) - 0 +
1 “+00
ful@) | T3 ——— . 3 _—
2
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fn est continue et strictement croissante sur [1,+oo[, d’aprés le théoréme de la bijection
3
continue, elle établit une bijection de [1,+oo[ vers |——,+oo [ En particulier elle s’annule

une unique fois sur cet intervalle en x,, = f,, *(0).

1
Puisque, pour z € [0,1], on a f,(z) < —3 < 0, on en déduit que f s’annule en un unique

réel positif z,,. On a de plus x,, > 1

1
2. Soit n € N, on a na" ™ — (n + 1)a” = 3 d’on

1
ntllxn) =(n+1)x —(n+2)x - =
Fur et~ (n 4 2t -
=(n+1D2"? - (n+2)z"™ — ™+ (n+1)2?
=2 ((n+1)a2 — (2n+2)z, + (n+ 1))
= (n+ 1)} (27 — 2z, +1)
=n+1)zx, (r, —
(n+ Dy, (2, — 1)°

Ainsi f,11(z,) > 0. La fonction f,, 41 est strictement croissante sur [1, +oo[, fr+1(x,) > 0
et frnt1(ny1) =0, dot zpp1 < Ty

La suite (2, )nen- est donc décroissante, elle est de plus minorée par 1, elle est donc conver-
gente vers une limite £ > 1

1 1
3. Pour n € Non a nz"t — (n+ 1)2” — 5= 0, d’ott nz!' ™t = 3 + (n+ 1)z et donc

1 n+1
Ty = +
2nan n
Or z,, > 1 ainsi 2nz], > 2n, d’ou
1 n+1
1<z, < +
2n n

Ainsi, d’apres le théoréme des gendarmes, (z,,)nen converge vers 1.

Corrigé de ’exercice 20

1. Pourn € Non a upy1 — up = —ui < 0, la suite u,, est donc décroissante.

Montrons par récurrence, que, pour tout n € N, w,, €]0,1]

Initialisation : — Lire I"énoncé

Ce résultat était

On a ug €]0, 1] par définition
prévisible puis-

Hérédité :
Soit n € N, on suppose que u,, €]0,1[, alors 0 < u? < u,, ainsi
O<un—ufl<un<1

D’ou 0 < up41 < 1 ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

La suite (un)nen est décroissante et minorée, elle converge donc vers une limite £ € [0, 1].

De plus, par continuité de la fonction t +— t —t% on a £ = £ — ¢?, ot £ = 0.

Finalement la suite (u,)nen converge vers 0

. Soit N € N, on a
N

N
2
E un:E Up — Up4+1 = U —UN4+1 — UQ
0 N—+oc0
n=

n=0

—+o0
o . ;. 2 2
Ainsi la série E u,, converge et E U, = U

n=0

qu’on nous de-
mande par la suite
d’étudier les séries
Z ulet Z Uy, Si
(tn )nen ne conver-
geait pas vers 0 ces
deux séries seraient
grossiérement diver-
gente et ’exercice
plié en moins de 5
minutes.
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u
3. Soit n € N, on sait que u, €]0, 1] ainsi la quantité In < "+1> est bien définie.

Un
Pour n € N on a, puisque (uy,)nen converge vers 0,

In (unﬂ> =In(l-wu,) ~ —u,

Up, n—-+oo

.. Un+1 . .
Ainsi ln( nt ) Do Une De plus, par décroissance dans la suite (uy,)nen, on a, pour

neN,—ln<un+1>>Oetun20.

N 4 . ;. N s un+1
Donc, par critere d’équivalence pour les séries a termes positifs, g In ( et E Uy, ONt
Un

méme nature.
. Pour Ne Nona

f: In (“Z“) - g:oln (tni1) — In(un)

n=0
=In(un41) — In(ugp)

— —00
n—-+oo

Ainsi Z In (u"+1> diverge et donc Z u, diverge.
u

n

Corrigé de l’exercice 21

1 1
. On a |uy] oo Im Or la série Z o diverge. Ainsi la série Z“” n’est pas absolument
convergente.
1
1
2. Soit k € N, t?* dt =
(a) Soi on a /0 1

Ainsi, pour n € N,

— Interversion

Pas de probleme

n 1
Z/ (—1)*ek at
k:O 0 .. .

ici pour interver-

1 n
/ Z(—l)kt% dt {Jtir 1a somme et
k=0

n
D> uk
k=0

0 Iintégrale car la

11 (—t2)n+l somme ne comporte

= / ——dt qu’un nombre fini de
0 L+¢2 termes

1 1 —
1 _1 n+1t2n+2
- [ oma- [ S
o 1+t o 1+ 1¢2

1 1 2n+42
= [arctan(t DL
[arctan(t)], + (—1) /0 5
1 42042
0 t
=—+(-1)" | —dt
iRl /0 1+ 12
(b) Du calcul précédent on déduit que
n 1 ,2n+2
T t
S| = v [
k=0 4 o 1+t
1 t2n+2
g/ Ll ¥
o |1+¢2

1
</ t2n+2dt
0

1
2n+ 3

<
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—+o0
T
Ainsi ngmoo Z U — Z =0, en d’autres termes Zun converge et Zoun =1
n
- ™ 1
3. La question précédente nous assure que up — —| < . D’ou
q 1% q Z k 4 X om+3
k=0
n
4
4 up — 7| <
Z k S 2n+3
k=0
n
Ainsi 42 uy, est une approximation de 7 & une précision d’au mois 1072 lorsque 3 <
n

k=0
1072

397
C’est-a-dire lorsque 2n + 3 > 400 ou encore n > -

Finalement, pour obtenir une approximation de m & 102 pres, il faut calculer au mois 199
termes

Corrigé de I’exercice 22

1. Soit n € N* et t €]0,7[, on a

n

Z( k cos(kt) ZRe )retkt)
k=1
— Re (f:(_l)keikt>
k=1

A O Vi
14 eit

1+ ez n+1)ﬂ' znt)

1+ eit

m+(n+1)7r _ m+(n+1)7r Z.m,+(n+1)-n-
e +e 2
— Re T T
el e—Z§ + 615

ol

JRICERETEENES cos ( 2
cos (%)
(n+1 n+1)7r nt+(n+1)w
cos cos | 5T

)

n+1 n+1 T nt+ n+1)mw n+1)t+(n+1)w nt+(n+1)m
( ) (n >)4#am<( ekt _ nit(n >)

[¢0)] (

N+

(G
o
(o5
(o

2 cos (%)
cos (2 4 (4 1)7 ) + cos (%)
- 2 cos (2)
cos (Q”H)t (n+1)m ) 1
- 2 cos (2) 2
(_1)n+1 cos ((2n;~1)t) 1
- 2 cos (%) 2
1 Ccos (%t)
= — — —1 n__\ s 7
2 +(=1) 2 cos (%)
sin(At)

2. Les fonctions f et h:t— étant de classe C! sur [0, 7], le théoréme d’intégration par

A
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parties permet d’écrire, pour A € R

[ sttreostnar= [ m @) a
0 0
— [ - / PR di
0
= —%/0 f(t)sin(At) dt

) sin(At) dt’

Et donc, par inégalité triangulaire

) cos(At) dt’

G

Or f’ est continue sur [0, 7], elle y est donc bornée. Soit K > 0 tel que
vte[o,n],  [f(HI<K

1 /7 Kr
< = i
SYNLCIEEE

D’apres le théoréme des gendarmes on a donc bien lim / f (&) cos(At)d
n—-+oo

Alors
(t) cos(At) dt’

t AN 1
3. On a, pour t # T, C;)S_(;) _ COS(QZ_;OS(Q)

t
On reconnait 1a un taux d’accroissement de la fonction ¢ — cos <2> entre w et ¢t. Ainsi

ty _ s
lim COS(Q) COS(2> :—lsin (E) :—1
t—m t—m 2 2 2
Ainsi ;
. w— -
Mrcos(q)

g est donc bien prolongeable par continuité en 7.

Pour t € [0,7[ on a

sin (%)IE — 7sin (%) + 2 cos (%) sin (%)x — T sin ( ) + 2 cos (%)
2cos ( )2 - 1 + cos(t)

g () = -

N+

D’ou, pour z €]0,7] on a

—sin (Z5%) (7 — s) + wsin (T52) — 2cos (T52)

"(m —s) =
g ) 2cos(7r55)2
B ssm( )+2cos(2)
2cos(52”)2
s cos( )+251n(§)
251n(§)2
s(lf%Jro(sQ))—2(57£+0(53))
50 25in(§)2
_ s—§ - st g tols?)
s—0 25in(§)2
_ —hto)
s—0 2sin(§)
83
L "1z
s—0 2%
s
s:O _6

— Classique

Ce résultat, connu
sous le nom de
Lemme de Riemann-
Lebesgue est assez
classique, il est bon
de lavoir déja vu et

) de savoir le reprou-

ver.
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Ainsi lim ¢'(7 — s) = 0, d’ou lim ¢'(¢) = 0.
s—0 t—m
D’apres le théoreme de la limite de la dérivée g est alors prolongeable en une fonction de
classe C' sur [0, 7.
4. Soit n € N, on a

/07r Z(—l)k(ﬂ' —t)cos(kt)dt = Z(—l)k /Ow(ﬂ' —t) cos(kt) dt

o (=]} )

—_

I
[
.
|
L

k=1

NNk
I )
k=1

D14 (—1)F
:; +k(2 )

Or —1+ (—=1)* =0 si k est pair et —1 + (—1)¥ = —2 si k est impair, ains, pour n € N, on a

T 2n+1 . n 1
/0 ; (D= cos(t)dt = 23

p=0

Or, d’apres la question 1., on a
T n m —t
/ > (=1)F(m — t) cos(kt) dt = / SR
0 0 2 2 cos

k=1
Tt — —1)m !
:/ 7TdtJr( ) /cos
o 2 2 Jo

D’ou

n 1 7T2 (71)2n+1 1 <4n +3 >
-2y 7:7—+7/ cos t) g(t)de
2
= (2p+1) 4 2 0 2
On a montré que g est de classe C', ainsi, d’aprés la question 2.

1
4 3
lim cos ( n2—|— t) g(t)dt
0

p——+oo

D’ott
n 1 w2
lim -2y —— = _——
por oo ;J (2p+1)2 4
C’est-a-dire
*f I S
(2p+1)2 8

p=0

soit N € N, on a, en séparant les indices pairs et impairs,

2N41 N 1 N N 1 1 X
Z?ZZ 2+Z 222 2+7272
— k Pt (2k + 1) pt (2k) Pt (2k + 1) 4k:1(
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PT

1 1
Les séries Z m et Z w2 convergent, on peut donc faire tendre N vers+oo dans

cette égalité, ce qui donne

Et donc

— Enfin!

On aboutit bien au
résultat que 'on
connait. Vous pou-
vez également vous
rendre compte que,
s’il n’est pas difficile
de montrer que les
séries de Riemann
convergent, il est
nettement plus long
d’obtenir leurs va-
leurs.

o
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